








































この非劣解は， Pareto最適解として広く知られている o Pareto最適解
は，競争的市坊の均衡解だけではなく多属性効用理論と密接な関述があり，
現代数理経済学における主要な概念のーっとなっている D また， ORの分野
では， Kuhn. Tucker [8]が，数理計画問題の観点から，多目的計四問題
をベクトル最大化問題としてとらえ!Pareto最適解の特徴付けを行なって




れている口特に，線形多目的計画問題に対して， Zeleny [19] は， Pareto 
最適解の集合は， Pareto最適な端点の凸結合によって表現されることを示
し，これに基づいて， Pareto最適な端点を求める多基準シンプレックス法
注 1) 各種の計算手順の詳細については，志水清孝 [13J，p46-p55参照。
注 2) 制約条件および目的関数がすべて線形関放である多目的計四問題を線形多目的
計回問題，あるいは多目的線形計四問題という。



















適解および弱 Pareto最適解を定義するo ついで，第 2節において，凸解析






x 第 i成分がおである n次元ベクトノレ
|・ Rのユークリッドノノレム
1・1 Rnのユークリッドノルム
x . y xとyとの内在;
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Z 三y Xi迄Yi，i=l 2，・ ，n
Z 二三y Z 三yかつ Zキy
x>y 二日>Yi，i=1，2 … ，n 
f。 問題 (P)の最適解の集合
rp 問題 (P)の Pareto最適解の集合


















のとする D 目的は l (二三 2)個あるものとし，これらは，それぞれn次元ユ
ークリッド空間 Rn上で定義された実数値関数flf2"'" fl によって表
わされるものとする o また，これらの関数を用いて，Rnから Rlへの写
微分不可能なベクトノレ値目的関数をもっ多目的計画問題について 49 
像，すなわちベクトノレ値関数fを次式によって定義する:
f(x)三 (fl(X)，h (x)，…， fz (x))。さらに， Qi三 {xERnI gi(x)豆
O} (i = 1， 2，…， m)， Q三れと。Qiとおく o このとき，多目的計画問題
は，形式的に次のように表わされる:
r min f(x) 
(p) { 
l subject to xEQ。
注3)
問題 (p)に対して，最適解を次のように定義する O
〔定義 1.1) 点zEQがすべての xEQ!乙対して f(z)豆f(x)をみた
すとき ，ZEQを問題 (p)の最適解という D
ところで，問題 (p)においては，最小化される写像がベクトノレ値関数で
あるため，ベクトノレの大小関係(例えば，三三，二三および>等)を通じて実行
可能領域Q上l乙半順序関係が惹起される D 例えば， Qの元x，Y!乙対して，








〔定義 1.2) 点 zEQに対して，f(x)ζ f(z)となる xEQが存在
しないとき ，zEQを問題 (P)のPareto最解という o
さらに，問題 (P)に対して，もう一つ解を定義する。
〔定義 1.3) 点 zEQに対して，f(x) <f(z)となる xEQが存
在しないとき ，ZEQを問題 (P)の弱 Pareto最適解という。
問題 (P)に対して定義した三つの解の聞には，次の関係が成り立つ。
注 3) fi(めを最大にする xEQの突合と -fi(心を最小にする xEQの集合とは一致
するので，最初から，すべての目的を最小化するものと考えても一般性を失な
う乙とはない。
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〔命題 1.1) 問題 (P)において，最適解の集合を ro，Pareto最適
解の集合を rpそして弱 Pareto最適解の集合を rwとするとき，
roc;rpc;rw 
が成り立つ。
(証明) 任意に F。の元zをとる D このとき，すべての xEQに対して
f(z) -;;;;f(x)が成り立つo 従って，f(y)三二f(z)となる yEQは存在し
ない。ゆえに，z E rpoすなわち，roc;rp。次に，任意に rpの元zをと
るo 乙のとき ，f(y)三二f(z)となる yEQは存在しない。従って，f(x) 
<f(z)となる xEQも存在しない。ゆえに，ZErw。すなわち ，rpc;rwo 







〔定義2. 1) fを Rn上で定義された実数値関数とする。任意の xE
Rn に対して xのある近傍 V(x)およびある正の定数Kが存在して，す
べての z，yEV(x) !乙対して
I f(y) -f(z) I亘Klly-zll 















が成り立つ。 V(XO) は XOの近傍であるから，ある実数 ε>0が存在して，
B2ε(xO)-{xERn 1 1 x -X
O 




1 f(x) 1孟 M (2 . 1 ) 
が成り立つ。さらにこのとき，すべての y，zEBe (XO) に対して，
Ifω-fω|豆三子 lIy-z1 
が成り立つ。実際，あるど，x2 E Bε(XO) が存在して，
2M  
f(x2) - f(x1)>一三一 1x2 - x11 
が成り立つとしよう O いま，実数 α>0を
x3 = x2 +α(x2 - x1) E B2ε(XO) 
1 x3 - x21 = ε 
が成り立つように十分小さくとるo 乙のとき，
f (x3) - f (x2) ¥f(x2) - f(x1) ¥2M  
1 x3 - x2 1 1 x2 - x1 1 1ε  
を得る D すなわち，
f(x3) - f(x2) > 2 M。
(2 2) 
これは， ( 2 . 1 )に反する o 従って，すべての y，zE  Bε(XO) !乙対し
て， (2.2)が成り立つ。これは，fが Rn上で局所リプシッツ的である
ととを示している。 Q.E.D.
一般に Rn上で定義された実数値凸関数は Rπ 上で述続であるが，それ
注5) Rockafellar [ll]， p82， Theorem 10.1参照。
注6) 直接の否定は
2M  





〔定義 2.2) fをRn上で定義された実数値凸関数とする。点z，hE 
Rnおよび λεRに対して，





derivative)という o さらに f'(z; ・〉を点z~乙おける方向微分(directional 
注8)
differential)という o
定義 2.2において，z， hを固定したとき， [f(z +λh) -f(z)J /λ 
は，入>0において，入に関して単調非減少であるので，極限値してと
+∞やー∞を許せば，f' (z ; h)は必ず存在するo しかも，




〔補助定理 2.2コ fをRn上で定義された実数値凸関数とし，zERn 
を任意にとる O このとき，すべての hERnに対して，f' (z ; h)は有限値
をとる o




ν 一 ^ '









<1(z)-f(z ・- v h) 
ν 三玉 f'(z;h) 
を得る。他方，任意の z，hERn 1乙対して，f'(z;h)<+∞が成り立つ
ことは，定義 2.2から明らかである。 Q.E.D.







〔定義 2.3) fを Rn上で定義された実数値凸関数とする。点 xOE
Rn に対して，
θIf(xO)三 {yERn I f(xO) + (x -XO) • Y三 f(x)，VXERn}
とおき，これをfの点が における劣微分 (subdifferential)という。また
θf(xO) の元yをfの点 d における劣勾配 (subgradient)という o さらに
θf(xO)キゅのとき ，fは点 d において劣微分可能 (subdifferentiable)
であるという。




(証明 Ef三 {(x，γ)r.=Rn x R If(x)話料とおく o このとき，
fの凸性から ，Efは凸集合である。また明らかに Efキ φである (XO，
A ν  
注10) ν>0および A>Oに対して，z= -，-， (z一地〉十一一一 (z+ Ah)と表わされ
ν十A，- V+A 
る。 fは凸関数であるから，f(z)三一三一f(zー νh)+一三，-f(z+Ah) 
- II+Aν十A
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f(xO))は Erの境界上にあるので， (XO， f (XO))を通る Efの支持超平面
(supporting hyperplane)が存在する O すなわち，ある YE Rn，α二三 O
(ER)， (y，α)キ(0 ， 0)が存在して，すべての (x，γ)EEd乙対して，
(y，α)・(x-xO，γ-f (XO))ミO
が成り立つ。また，すべての xERnに対して，(x， f(x)) EErである
から，
(y， α) ・(x -xO， f(x) -f(xO)) 三 O
が成り立つ。すなわち，すべての xERnI乙対して，
y • (x -XO) +α (f(x) -f(xO))詮 O (2.4) 
が成り立つ。 α=0と仮定すると， (2. 4)から ，y=Oとなり， (y，α) 
キ (0，0)に反する O 従って， α>0を得る O ゆえに，すべての xERnに
対して，




すなわち，8f(xO) キゆを得る o Q. E. D. 
〔定義 2.4) Rnの空でない部分集合Aに対して，
δ* (h I A)三 suph • y 
yeA 
によって定義される Rnから RU{+∞)への拡張実数値関数 δ*(・ IA) 
をAの支持関数 (supportingfunction) という O
Rn上で定義された実数値凸関数に対し，劣微分と方向微係数との聞に
は，次の関係が成り立つ。
〔補助定理 2.4) fを Rn上で定義された実数値凸関数とし，xOERn 
とする D このとき，すべての hERnに対して，
f I (z ; h) = o * (h IθIf (XO)) 
が成り立つ。
注目) Stoer and Witzgal1 [14J， p103， (3. 4. 12)参照。
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証明は省略。 (Rockafellar[ll]， p 217， Theorem 23.4参照。)
〔定義 2. 5) Rnの空でない任意の部分集合Sに対して，





SP(x)三 {yERnI y. x豆 O}は閉集合である。従って，SP=円XESSP (x) 
も閉集合である o 次l乙SPが凸錐であることを示すo yl， y2を SPの任意の
元とする。任意の α詮 0，β三 Oに対して，y=αyl+βfとおく D この
とき，すべてのよどESに対して，
Y.x=(αyl+βy2) . x=αyl ・x+βy2.X三玉0
ゆえに，yESPを得る。すなわち，SPは凸錐である o Q. E. D. 
〔補助定理 2.6) Sを Rπ の閉凸錐とする。このとき ，S=SPPが成り
立つ。ただし，SPPはSPの極錐を表わす。
証明は省略。 (Rockafellar[ll]， p121， Theorem 14.1参照。)
〔補助定理 2. 7) Sを Rnの閉凸集合とする o このとき， OESである
ための必要十分条件は，すべての xERn に対して， 0豆δ*(x I S)が成
り立つことである口
(証明) 必要性は定義 2.4から明らかなので，十分性のみを証明する O
すべての xERnに対して， 0豆 0*(x I S)であって，かつ O$Sと仮定
する o Sは閉凸集合なので，強分離定理から，ある yERπが存在して，
0> sup y • x = O *(y I S) 
XES  
が成り立つ。乙れは，最初の仮定に反する o ゆえに， 0E Sである o Q. E. 
D. 
第 3節 Pareto 最適解のための必要条件のよび十分条件




〔定義 3.1) Qを Rnの任意の集合，さらに zEQとする O このとき，
T(Q ; z)三 {hERnI An (xnーの→h xn→z(n →∞) ，入n>O，xnEQ， 
n=1，2，…) 
をQのzにおける接錐という o
〔補助定理 3.1) T (Q ;めは空でない閉錐であるo
(証明) 接錐の定義から，明らかに oE T(Q ;め。ゆえに， T(Q ; z) 
キゆを得る。次に，錐であることを示す。 hET(Q;めを任意にとる O こ
のとき ，z I乙収束する Qの点列 {xn}および正の実数列(入n}が存在して，
An(が -z)→h，xn→z (n→∞)が成り立つ。任意の正の実数 α>0I乙対し
て， μn三αAn (n = 1， 2，…)とおく O 乙のとき，各n=1，2，…に対して，
μ>0。この実数列 {μn}および {xn}Iこ対して， μn(Xn-z)→αh， xn→z 
(n→∞)を得る D 従って， αhET(Q;z)o T(Q;z)が閉集合であるこ
とは，定義 3.1から明らかである o Q. E. D. 
さて，いよいよ点 ZEQが問題 (P)の弱 Pareto最適解であるための
必要条件を与える。
〔定理 3.1) 問題 (P)において，flJ fz，…， Jz， glJ g2，…， gmをそ
れぞれ Rn上で定義された実数値凸関数とする D さらに，点 zEQI乙対し
て， I(z)三{i E {1，2，…， m} I gi(z) = O}， Fi三 {hERnI fi' (z ; h) < O}
(i=1，2，…， l)， Gi三 {hERnI gi' (z; h)<O} (i E 1 (z))， Fo-n i~l 
Fi， Go三niεI (z) Giとおく D 乙のとき ，:tERnが問題 (P)の弱 Pareto
最適解であれば，FonGonT(Qo;z)=φが成り立つ。
(証明) hEFonGonT(Qo;めなる hが存在するものとする O 乙のと
き， hET(Qo;z)であるから，ある Q。の点列 {xn}と正の実数列{仰)が存在










ji(xn) -fi(Z) 1!___.._ r五(xn)-ji(z+Anh) 
J ，，-/ limsup ~、
n-+= 八 n n一歩∞ l 八
fi(z+んh)-fi(z) 1 五(xn)一点(z+んh)




を得るo 補助定理 2.1から ，ji (i=1， 2，…，l)は局所リプシッツ的であるの
で，zのある近傍 Vi(z) (i= 1，2，…，l)および正の定数 Ki>O(i=1，2，…，l)
が存在して，すべての yl，y2EVi(z) ~乙対して，
|五(yl)_ fi (y2) I豆Ki"yl-y211 ， i=l， 2，…，l 
が成り立つ。また幻→z，ん↓ o(n→∞)であるから，
|lim叫刀(めで叫 I~lim叫」主ωγ叫)1
n--oo /¥n n→∞ 
Killが -zーんh"_ 1!___.__ 17 1 (xn-Z) 7_ 1 
、 三 limsupKi 1 、 -hll= 0， 
n-→ n̂ n-→ 1 /¥n 1 
i=1，2，…，l。
さらに，
D お(叶以〉一五 (zL= lim五(叶えの一五(z)
n→∞ An ↓o A 
=ji'(z;h)<O， i=1，2，…，l。
ゆえに，
ji (Xn) -fi (z) 
lim sup 、<0， i=1，2，…，lo 
n→ ∞ 川
ゆえに，ある ni(i=1， 2，…，l)が存在して，n>ni(i=1， 2，…，l)なるすべ
ての自然数 nについて，
ji(xn) -ji(Z)< 0， i= 1，2，… J 
が成り立つ。
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他方，i$I (z)なる gi!乙対して，Xn→ z (n→ z)および giの連続性か
b， 




gi (が)< 0， i$I (z)。
を得る o また，iEI (z)なる giI乙対しては，hEGiから gi'(z;h) < 0 0 さ
らに，hEF。であるから，先と同様にして，ある自然数 nZ+iCiEI (z))が
存在して，n>nZ+i (iEI (z))なるすべての自然数n!乙対して，
gi (xり<gi (z)三二 O
が成り立つことが示される D 従って，no三 maxniとおくとき ，n>n。な
1ζtζZ+m 
るすべての自然数nに対して，
ji (xn) くfi(z)， i=1，2，・， l 
gi (x悶)三三 0， i=1， 2，…，m 
が成り立つ。また，明らかに，xn E Qo (n = 1， 2，…〉である O これは， z 
が問題 (p)の弱 Pareto最適解である乙とに反するo ゆえに，
FonGonT (Qo;z) = φ 
が成り立つo Q. E. D. 
〔系3.1) 定理3.1の仮定は満たされているとする。このとき， zERn 
が問題 (p)の Pareto最適解であれば， F。日GonT(Qo;z) = φが成り
立つ。
(証明) zERnが問題 (P)の Pareto最適解であれば，命題1.1か




乙とを満たす実数ん，1.2，…， l.z，μ1， /.12'…， μmが存在するo
えi三 0，i=1， 2， …， l， メ!j三 0，j=1， 2， …，m， (3.1) 
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(Al'ん，…，Al，μ1， 112'…， μm)キ(0，0，…， 0，0，0，…，0) (3.2) 
μjgj (z) = 0， j=l， 2，…， m (3.3) 
o E 2:んθJi(z)十戸 μj8gj(z)+T(Qo;z)P (3.4) 
(証明〉 記号を簡単にするため，Bi三 8jうくめ Bl+i=θgj(z)， lVI三 T
(Qo;z)とおく。補助定理2.4から，
Fi= {hERn Iδ* (h I Bi)< 0 } ， 




FonGo={hERπ|δ*(h I conv{(U f=lBi)U(UjEIcZ) Bl+i)})<O} 
が成り立つ。一方， M は閉凸錐なので，補助定理2.6から ，M=MPPを得
る。さらに， 0 EMPなので






。*(h 1 conv {( U i~lBi) リ (Uj竺 I山 Bl +i)} )二三 0，または，
。*(h I JぱP)=+∞ 
のどちらかが必ず成り立つo h辛F。日G。のときは，たとえ hEMであって
も，
iJ* (h I conv {( U i:lBi) U ( U J三1CZlBl+i)}+ MP)三 O
が成り立つ。また，h牢M のときは，hEFonG。かどうかに関係なく，
6・*(1. I conv {( U i:lBi) U (U j~ICZl Bl+j)} 十MP)=+ ∞
となる o ゆえに，任意の hERnに対して，
δ* (1. I conv {( U i:lBi) U (U jE1CZlBl+i)} +MりとO
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が成り立つo conv {( U i~lBi) U (U jEICZ)BZ+i)}はコンパクトな凸集合であ
り，MPは閉凸集合である o 従って，その和は，閉凸集合となる o ゆえに，
補助定理2.7から，
o Econv {( U ムBi)U(UjE!Cゎ BZ+j)}+ MP 
が成り立つ。従って，ある実数え1"三 0，んと 0，…，えl二三 0，約二三 0，
fEI (z) L: Ai+ L: μj=  1が存在して，
OE ~んBi+ ~μjBz+ J + MP 
i=l je. 1 (z) 
が成り立つoj辛1(z)に対して，的 =0とおくと， (ん，ん，…，Al，μ1， 
メl2，・， μm)は， (3.1)--(3.4)を満足する o Q. E. D. 
系3.1を得たのと同様にして，次の系を得るo
〈系3.2) 定理3.2の仮定は満たされているものとする o 乙のとき，
zERnが問題 (p)の Pareto最適解であれば， (3.1)----(3.4)を満足する
実数 λI，A2'…，Al，μ1， /.l2'"''μmが存在するO
〈定理3.3) 定理3.2において， (3.4)は次の (3.7)と同値である:
~ Aifi' (z;h) + L:μjg/ (z;h)三0，vhET(Qo;Z) (3.7) 
(証明) (3.めから，ある yiEaji(z)(i=l， 2，…，l)および，yl+jE 






























I: ;{ihヅ+ I:μjhヴ川と O
































































逆に， (3.7)を仮定すると，補助定理 2.4から，すべての hEMに対し
て，

































δ*(h I MP)= 0 
が成り立つ。 (3.8)と(3.9)から，すべての hEMI乙対して，
(3.9) 
。*(hI I: Ai aJi(z) + I: μjθgj(z)+MP)三o (3.10) 
を得る。一方，Mは仮定から，閉凸錐である。従って，補助定理 2.6から，
M=MPPを得る。ゆえに h辛M であれば， h宰MPP。すなわち，ある ZOE
MPが存在して， h .zo>Oが成り立つ。 MPは錐なので， λ>0に対して，
;{zOEMPo ゆえに，o* (h I MP) = sup h.x = +∞。以上から，すべての
乞EMP
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hERll !乙対して，
。*(hI 2: Ai 8fi(z)十戸 μjθgJ(z)+MP)三O
が成り立つことが示された口従って，補助定理2.7から，すべての hERll
に対して，
o E 2: Aiθji(z) + 戸 μ1θgJ(z)+MP
を得る。 Q.E.D.
〈定理3.4) 定理3.2の仮定に加えて， Q。は凸集合であると仮定する o さ
らに， gi(XO)< 0 (i= 1， 2，… ，m)なる xOEQ。が存在すると仮定する O 乙の
とき ，zEQが問題 (p)の弱 Pareto最適解であるための必要十分条件
は，
(ん，λ2，… ，Al)二三0，(μ1， 12'…， μm)三O
んgi(Z)=0， i=1，2，・ ，m





(証明) まず，必要性を証明する o Zを問題 (P)の弱 Pareto最適解
とすると，定理 3.2および定理3.3から， (3.1)， (3.2)， (3.3)および
(3.7)をみたす実数ん，A2'… Al，ん， 12'… μmが存在するoゆえに，
(Al，A2'…，Al)二三Oを示せばよい。方向微係数の定義から，すべての hERll
l乙対して，
jγ(z;h)三ji(z+h)-fi(Z) ， i= 1，2，…，l 
g/ (z;h)三gJ(z+h)-gJ-(z)， j= 1，2，… ，m 
が成り立つo hERnのかわりに x-zを代入すると，すべての xERn!乙対
して，
ji' (z;x-z)三ji(x)-ji(z) ， i=1，2，…，l (3.12) 
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g/(z;x-z)豆gJ(x)-gJ(z)， j=1，2，…，m (3.13) 
が成り立つ。また， Q。の凸性から，Qo-zcT(Qo;z)が成り立つ。従って，
(3.12)および (3.13)から，すべての xEQ。に対して，
L.:λdi (x) + L.:μJgJ (x) - L.: J.iji(z) - 2:μJgJ(z) 
三 L: J.ifi'(z;x-z)+ L: tぱ ，J(z;x-z) 
ミ0
が成り立つ。従って，すべての xEQ。に対して，
2 λifi (x) + L: ρJgJ(x)三 L: J.i/i(Z) + L: μJgJ(z) 




z μJgi(X)三O (3.14) 
となる。 (3.14)に X=xoEQ。を代入すると ，gi(xo)<O(i= 1，2，… ，m)から
μ1=μ2=・=μm=O
となる o 従って， (Al' A2'…， Al，μ1'/{2'…， μm) = (0，0，…， 0，0，0，…， 0) と
なり，このことは， (3.2)に反する D ゆえに，
(ん，A2，… ，Al)二三O。
次に十分性を示す。 gi(i=1，2，…，m)の凸性から， Q -z C Qo - Z c T 



































yE n i~lQio 0<α<1としても一般性を失なわないが成り立つ。ただし，
μjgj( ( 1 ゆえに，円三lQiの凸性から， (1ー α)Z+αyEn i~lQi。ので，
ーα)z+αy)三0。従って，
μjgj'(Z;x)孟00
μJ = 0であれば， μJg/(z;x) = 0。従って，すべての x En i~lQi-z !乙対
して，
fJ.jgj '(z;x)三0，j=1.2，… ，m 
となるo また， Q-zc n i~lQi-z ， Q-zcT(Qo;めであるから， (3.7)か
ら，すべての XEQ-Zに対して，
mz一円
~ Adγ (Z;x)三三一 μjgj' (z ;x)三O
が成り立つ。ゆえに，すべての xEQに対して，
~Àぷ'(Z;xーのと0











L: Aiji (z) > :E Ài/i(~) 




zEQが問題 (p)の Pareto最適解であれば， (3. 3)， (3. 7)および
(3.11)が成り立つような実数んふ…，A1，μ1，112'…，ρmが存在するo
〔定理3.5) 定理3.4の仮定は満たされているものとする O このとき，
ZEQが問題 (p)の Pareto最適解であるための十分条件は，
ん>0，i=1，2.…，l， I-tj詮0，j=1，2，…，m 
よりあ(z)=0， j= 1，2 …，m 
(3.16) 
(3.3) 
L: Aiji'(z;h) + L: I1Jgj'(z;h)二三o VhET(Qo;Z) (3.7) 
を満たす実数 A1，À2 ••• A1，μ1ρz… μmが存在することである。
(証明) 定理3.4の十分性の証明と全く同様にして，すべての xEQに
対して，
L: Aifi (x)三 L: Ai/i (z) (3.15) 




2: Aifi (z) > 2: Aifi (記〉
となるo 乙れは， (3.15)に反する D よって， zは問題 (P)の Pareto最適
解である o Q. E. D. 
お わ り に
本稿では，微分不可能なベクトノレ値目的関数および制約関数をもっ多目的
計画問題に対して，その理論的分析を行なった。その際，本稿に二つの特徴





をもっ問題 (P)に対して，点 zEQ。における Q。の線形近似である接錐
を定義することによって，制約条件をゆるめたことである D と乙ろで，問題
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